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f-Vector of Polytopes

P ���������� d����������

fi = fi(P) := � �� i������� 0 ≤ i ≤ d − 1�

(fi)
d−1
i=−1

� ��� f������� �� P � f−1 := 1�

(

−1︷︸︸︷
1 ,

0︷︸︸︷
6 ,

1︷︸︸︷
12 ,

2︷︸︸︷
8 )

f0 ≥ d + 1 f1 ≥ d f0 −
(d+1

2

)
��� d ≥ 1 ��� d ≥ 3

#�$	� ���� %�	��	� /����	

	 0�!1
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GLBT

��	��
���� ����� ���	� �������

g1 := f0 −
(d+1

1

)≥0� d≥1

g2 := f1 −
(d
1

)
f0 +

(d+1
2

)≥0� d≥3

g3 := f2 −
(d−1

1

)
f1 +

(d
2

)
f0 −

(d+1
3

)≥0� d≥5

���

���� �� ���� �� ��������� ���� �� g���������
����������
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j-Facets

S � ��� �� ������ �� �d� �� (������ ���������

)� �������
 ������* ������
  � d ������ ��
S �� �����
 j��
��� � �� ����� ��� �*����� j

������ ���� S �� ��� ������"� ��
� +���� �� ���
������"� ��
� �� ��� ���������� �� �����,�

0������� ≡ ������

0� ��
 2�������
e0 = 6, e2 = 9

�



Number of j-Facets

��� j ∈ ��
ej = ej(S) := � �� j������� �� S�

Ej = Ej(S) :=
∑

i≤j ei (≤ j)��
���� �

-��� ��� n := |S|

e0(S) = E0(S) = fd−1(���" S)

ej = en−d−j

En−d = 2

(
n

d

)

����� �� ej �� Ej2
/#��3��+0��1� /&�4���#5����������
����0�"1�5 5 5
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Entering j-Facets

) 
������
 ���� � �	���� � j������� �� �� ���
�������� ��� j������ �� ��� ������"� ��������� 
��
�����
 ���� ��� �������� �� ��� 	��
���� ��
��

hj = hj(S, �) := � �� j������� ������
  � ��

(hj)
n−d
j=0

� ��� h������� �� S 
	� ��

n = 7� d = 2

h = (1, 2, 3, 3, 2, 1)

3
3

2
2
2

11

4
4

3

5

0

6�$ ���� j(7��	
� ��� �	 	�
	�	 �� � ���	8

*
 ���

(
j+d−1
d−1

)
5
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Entering and Leaving

) 
������
 ���� � ��
��� � j������� �� �� ���
�������� ��� j������ �� ��� ������"� ��������� 
��
�����
 ���� ��� 	��
���� �� ��� �������� ��
��
+� � � ������ ��� $��������. (n− j−d)������ � � � ,

��� � ����� x �� � +S ∪ {x} �� (��� ����,

gj(x) = gj(x, S, �) :=

� �� j������� ������
  � � �� �� x

−� �� j������� ����  � � �� �� x

x g3(x) = 2 − 1 = 1

�



You May Come Either Way

Claim. gj(x) = gj(x, S, �) 
��� ��� 
����

�� ��� ���� ��

��� � ������ ��� sk(x)  � ��� ��� �� �� Q ⊆ S

��� |Q| = (k + d + 1) ��
 x ∈ ���"Q�

)� x ������ � j������� �� �����
( j
k+1

)
���� ����

��
 (����
(n−d−j

k+1

)
���� ����� ���������� ���

"����� (sk(x))k �� 
��������
  � ��� "�����
(gj(x))j � � � ��
 "��� "�����

/������( � 5�������

0� ����
(5
2

)
���� ��

��	� 4� ��
 � (���(2
2

)
���� �����

⇒ ����	 
��� ������ �� ���� ������ �� j������� �� �� 
�������

�



Areas of Equal gj-Value

g0 g0(x) = 1 �1 x ∈ ���" S

g1

gj�� ������� ������������	 �� � ����� ��
����� �� S�

�



First Enter, then Leave

gn−j−d(x) = −gj(x)� �� "����� ��� j ≤ n−d
2


�������� ��� ���� "������

Theorem. gj(x) ≥ 0 ��� j ≤ n−d
2
�

0� ��� ��"�� ���"� ���� j������� ����
� ��"� ������
�

��� {�����, ���"�}���2����� ��
� ���������
 �����( �� ������������

&9�����	�
 
� �#�% 7�� ����
��	� ��� ���	 %����7���

/���� #		 0:�� �5 0!�1
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Example

/�����
 ����� ���� 3��������
��� 
��3��� ��� ���(�� g3(x) ���
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Moving Towards the Center Point

����� �� gj(x) ≥ 0 ��� j < n
d+1

− 1�

4����� � ��	��� ���	� c� ���� � ����� �� ����
�"��� ���������� ���������( c ��� �� ����
dn
d+1

������ �� ������ ��
�� c �� �� ��� ��(���"�
��
� �� �"��� j������ ���

n − j − 1 > dn
d+1

⇔ j < n
d+1

− 1.

-� ������ � ���� � ⊇ {c, x} 
������
 ���� x

�� c� !�"��( �� � ����
� c� � ��"�� ���"� �
j������ ��� j < n

d+1
− 1� �� gj(x, S, �) ������

 � ��(���"��

�� c �� �� �� �� ��	 
������	 ���	 ��  j���	�� ��	� ��	�	 ��  ��
	�
��	 ������� c ��� �� � �	��

(n−j−d)+(d−1) = n−j−1 
����� �� ��	 ���	� �	���	 �� ��	 �	��	� 
���� 
��
	���� n−j−1 ≤ ��

���
�

�� �� n − j − 1 > ��

���
� c �� �� �	 �� ��	 �	����	 ���	 �� �� j���	��

��



In the Plane

����� �� gj(x) ≥ 0 ��� j ≤ n
2 − 1 �� �2�

+)����� n �"���, 4����� � ���� � � x ����
��� ��� ���� ��� �� �� ������ �� S �� ������
��
�� ������� +���� x, ��� ������ �� S �� ��
����� �������� �� �� 5� ���� �� ��� sk(x).�

��.� ����(�� ��
 �� ��� gj(x).� 
��.��

{b

{a

a{

b{

��� a, b�
a + b =: j ≤ n

2 − 1�
����� ��� j������ ���
����
 ��� a ������ ��
��� ���� ��
 b ������
�� ��� ��(��� ��� ���
j������ ����� ��� b

������ �� ��� ���� ��

a ������ �� ��� ��(���

��



An Application

6���� ����
 ��� Ej �� �
3� /�5 0!�1

��� �"��� ��� S �� n ������ �� �3 ��
 ���
0 ≤ j ≤ n − 4

Ej(S) + 2
∑
p∈S

gj(p, S \ {p}) = Ej(C
3
n)

C3
n� n ������ �� ������ ���"� +���"� ����,�

����� gj ≥ 0 ��� j ≤ (n−1)−3
2

� �� ������ ����

Ej ≤ Ej(Cn) ��� ��� j ≤ n−4
2 �

0Ej ≤ Ej(Cn); �� 	9�����	�
 
� 
�	 �#�% 7�� d(����
��	�
$�
� �
 ���
 d + 4 �	�
��	�5
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Further Implications

/"��� ��� �� 2n + 1 ������ �� �3 ��� �� �����
n2 �
���	� ���
	���� +���� �� ��(��,�

n ��
 ��
 n  ��� ������ �� ��� ����� �����
���� �� ����� n �
�
	��� ��	�� +�����

�����(� �� ������ ���� ��"� �� ������ ��
�
��� ���� ��� �� �� ��
 ��
  ��� �������

����� �	 �� ��
��
��

/<����<������� 0!�1

��������� � !"
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Questions

������+�, ����� �� �����
���� gj(x) ≥ 0 ��� d ≥ 3�

��������	�
 6���� ����
 ������� �� Rd7

5� �� ���� ���� Ej ≤ Ej(C
d
n) ��� ��� d ��
 ���

j ≤ n−d−1
2

7 &��'� ��� d ≤ 3(
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!��� (��������� /*��� ������ ���2�������� ���
��� e�"����� (ej)

n−d
j=0

�

,��'�- e0 #.�%�( ����/� �����( Ej ≥ 3
(
j+2
2

)
�� �2 ���

j ≤ n/3 − 1 '�� ���
�������� �� Kn �������� ������ �$��0��1�
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