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�������) ����� mp �����
��� �� ��������� p

�� ����	
� ����
��� �� 
 ���
�	 ��
�� �� ������

���� m + p� ��� �
�� �����
��� �� ������

���� m ��
�	���
 
�� 
���� ����� �����
��� ����


	���
����

,�� �#� ��" �$�-�� �.

Qj ∈
���p× �m+ p!!, j / ', . . . ,mp

��$������ �#� (���� ����$�-��0 ��� �#� ��"

�$�-�� �. K ∈
���m× �m+ p!! �#� �����"�

����$�-��
 �#�� �#� -�������� �� �1�������� ��

���

∣∣∣∣∣ QjK
∣∣∣∣∣/ 2, j / ', . . . ,mp.

�"� ��������� K� ��� K� ��� -��������� �1���3

����� �. K� / AK� .�� A ∈ GL�m!


��" ��� �1�������-� -������ �. ��������� ����

�#�� � ���� #���4



���"�� .�� -��$��5 �$�-�� ��-#�����0 '667!)

d�m, p! /
'8*8 . . . �p− '!8 �mp!8

m8�m+'!8 . . . �m+ p− '!8
.

9�� �5��$��)

m / * : ; < 7

p / * * < '; ;* ':*
p / : ;* ;7* 7227 6=<'7
p / ; *;2*; '77*62; ';2**>62;

����-�) d�m,*! �� �#� m3�# ?������ ������


�� ���� �#�� $������ .�� ���� ����$�-��
 9��

�5��$��0 �. �m, p! / �*,*!0 �� �� #��� �� ����

���������




?������������ �����$��������) d�m, p! �� �#� ���3

��� �. �������� @���( �������5 �. �#� �#�$�

p×m


' : ; >

* 7 = ''

< 6 '2 '*

�� �#� ������ �. ������ ���	�
���) mp ���-3

���� ���� .�� p -���������0 a, b, c, . . . , ��-# �#��

�� �� ���� a ����� ���� b0 b ����� ���� c ��-
0

��� �#� ���-���� ���� �� � ��� ���"��� ��� -��3

�������
 9�� �5��$��0

a, b, a, a, c, b, b, c, a, c, b, c.



*
 ?������ �. � ������ � ���� � �����- ���$��

.�����-�


u ∈ Rm y ∈ Rp

x ∈ Rn

K

A
CB

Ax / Ax+Bu,

y / Cx,

u / Ky.

����������� (����

Ax/ �A+BKC!x.

���� 
������
� �������) ����� 	�
� A,B,C


�� 
 	�
� ��������
� q �� ���	�� n� ��� 	�
�

K� �� 
�



��� �λI − A−BKC! / q�λ!.



����()

�! � -�$���� .�-����B�����

C�zI − A!−�B / D�z!−�N�z!,

���D�z! / ��� �zI −A!,

�! �#� ������� 

��� �I + PQ! / ��� �I +QP!,

"� ��"���� �#� -#���-�������- $�� ������ ��

��� �zI − A−BKC!
/ ��� �zI − A!��� �I − �zI − A!−�BKC!
/ ��� �zI − A!��� �I − C�zI −A!−�BK!

/ ���D�z!��� �I −D�z!−�N�z!K!

/ ��� �D�z!−N�z!K!

/

∣∣∣∣∣ D�z! N�z!
K I

∣∣∣∣∣ .



�� "��� �� C�� � ���� K0 �� �#�� �#�� �����3

������ #�� $���-����� B���� zj)∣∣∣∣∣ D�zj! N�zj!

K I

∣∣∣∣∣/ 2, j / ', . . . , n.

�#��� ��� n �1������� �� mp ��������� ��#� ��3

����� �. K!


	. n > mp �#� $������ �� ���������� .�� �� �$��

��� �. ����


	. n < mp �� ��"� � #�� �����8! ��������� ��


���(0 '>>7!


�#� -����-�� -���) n / mp
 �#�� �� � �$�-���

-��� �. �-#�����D� $������




:
 �������� -����� "��# $���-����� ��E�-����

$�����

f ) P� → Pn, f / �f� ) . . . ) fp!, p / n+'.

� $���� z ∈ P� �� �� ��E�-���� $���� �. �#�

��������� �����������

W �f�, . . . , fp! /

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
f� . . . f

p−�
�

f� . . . f
p−�
�

. . .

fp . . . f
p−�
p

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
�1���� B��� �� �#�� $����


� ���� �������� -���� �� -����� ��������� �
�

������ �. ��� ��E�-���� $����� ��� ����


	. d / ��( f "� #��� f / Ae, "#���

e�z! / �', z, . . . , zd!, E ) P� → Pd,

��� A �� � ������ $��F�-���� Pd → Pn




�#��

W �f�, . . . , fp! / ���AE,

"#���

E�z! /


' 2 . . . 2
z ' . . . 2

z� *z . . . . . .
. . . . . . . . . . . .

zd dzd−� . . . �zd!�n�

 ,

�#� �����5 "#��� -������ ��� ����������� �.

e�z!
 �� W �z! / 2 �. ��� ��� �. ���A �����3

��-�� 	�E ���3�������� 


�#�� �#� $������ �. C����( ��5����� ��E�-���

-����� "��# $���-����� ��E�-���� $����� �� �

�$�-��� -��� �. �#� �-#����� $������ ��� �.

�#� ���� $��-����� $������




;
 ������������ G�m,m+ p!

/ �#� ��� �. m3����$�-�� �� Cm�p

/ �#� ��� �. m× �m+ p! �����-�� �. ���� m0

������ �1�������-�)

A ∼ B �. A / UB, ���U �/ 2


��G�-��� ��������()

G�m,m+ p!→ PN, N /

(
m+ p
m

)
− '.

��� m×m ������ ����� �� #���(������ -���3

�������


�� m3����$�-� K �������-�� � (���� p3����$�-�

Q ���3�������� �H

���

∣∣∣∣∣ QK
∣∣∣∣∣ / 2,

� ����
	 �1������ �� ��G�-���D� -����������


d�m, p! �� �#� ������ �. �������-����� �.

GC�m,m+ p! "��# � (�����- ����$�-� �. -���3

������� mp �� CPN 
 	� ���� ��� ��$��� ��

�#� ����$�-� �� �#� -��$��5 -���




<
 �#� ������� ��$ φ ) G�m,m+ p!→ Pmp,

�q�, . . . , qp! �→W �q�, . . . , qp!.

���� � $���� �� G�m,m + p!0 �#�� �� �� m3

����$�-� �� Cm�p0 �� ��$�������� � p $�� ��3

����� �. ��(��� d / m+p−'0 �#��� -��Æ-�����

����� �� -��Æ-����� �. p ������ .���� ��C���(

�#� m3����$�-�
 �#� ��������� �����������

�� � $�� ������ �. ��(��� mp+'0 �� �� ������C��

"��# � $���� �� Pmp0 ����( �#� -��Æ-����� ��

#���(������ -���������� �. �#�� $����


φ �� � ��(���� ��$ ���"��� �����# $��F�-����

���������
 	� �� �� .�-� � $��F�-���� ��$0 ��3

����-��� �� �#� ���(� �. �#� ������������ ��3

��� �#� ��G�-��� ��������(




7
 I�(��� �. � ��$ f ) X → Y.

�! 	. X �� ��������0

��( f / ±
∑

x∈f−��y�
�(� ��� f ′�x!.

X

Y

�#� �����-�� $��F�-���� �� �#�� $�-���� #��

��(��� ±'




�! 	. X ��� Y ��� ��� ����������0 ��� X̃ → X
��� Ỹ → Y �� ���������� -������(� �. ��(���

*
 �#��� -������( (���$� ��� {±'}


	. �#��� �5���� � ��.���(

f̃ ) X̃ → Ỹ ,

"#�-# -������� "��# �#� {±'} �-����0 "� ��3

C�� ��( f / ��( f̃ 


f �� -����� �	���

��� �. f̃ �5����


9�� -����-��� X ��� Y ��� ���������� f 0 ��( f

�� ��C��� �� �� ����(��0 �$ �� ��(�


	. ��� $�����(�� �. � ��(���� ����� �����( ��

��� �Æ�� -#���0 �#� ��(��� -�� �� -��$����

� �#� ����� .������
 ������������ �. �#� ��$

(��������� �#�� �#� ������ ���� ��� ��$��� ��

�#� -#���




������� � ��� ���	�� �� 
�� 	�
� �	�����

�
�

φ ) GR�m,m+ p!→ RPmp

�� ±I�m, p!, ���	� I�m, p! �/ 2 �� m+ p �� ��� 

!�	 ��� m+ p �� �
�� I�m, p! /

'8*8 · · · �p− '!8�pm/*!8

�m− p+*!8�m− p+;!8 · · · �m+ p− *!8

×�m− '!8�m− *!8 · · · �m− p+'!8(
m−p��

�

)
8
(
m−p��

�

)
8 · · ·

(
m�p−�

�

)
8
,

���� ������ �. I�m, p!)

m / : ; < 7 = 6 >

p / * ' 2 * 2 < 2 ';
p / : 2 * 2 '* 2 ''2 2
p / ; 2 '* 2 *67 2 '*:=7
p / < 2 *67 2 ::<>* 2
p / 7 2 ::<>* 2 . . .

����-�) I�*k+', *! �� �#� k3�# ?������ ������




��������� � !�	 ��� m + p� 
�� �	���
�� ��

���	� ����
 �� RPmp ����	 
�� �	����� �
� ��

�������
� !�	 
 ����	�� ����
 �
 ���

��� 



��
�
 I�m, p! ����
� 

��������� � "� 
�� ����� �����
��� �� 
�� #����

��	
 �	����� 
	� �����

��� 
�� ��	�
� 	

���
�

��	�� 

 	�
� ����
�� 
�� m+p �� ���� 
��� 
��

�	����� �
� 

 ��
�
 I�m, p! 	�
� ����
���� 

��������� � "� d+n �� ���� 
��	� 
	� �
$��
���

��%��
�� ��	��� �� ���	�� d �� Pn ��
� 
	��
	
	�

�	���	���� 	�
� ��%��
��� ����
� ���	� 
	� 



��
�
 I�d−n, n+'! ���� �����&���
���
 ��	��� 



9�� p / * ��� ��� m0 �#� ��"�� ��������

I�m,*! �� ��� �#��� ?���������� '3: �� ���� $��3

�����)

����
�� � "� p / *� 
�� �	���
�� �� GR�m,m+

*! �� ���� ����
� �� RP�m ����	 
�� 	�
� �	���

��� �
� ������
� �� I�m,*! ������ ����
� 

������� � "� m 
�� p 
	� ��
� ����� 
���


�� �	����� �
� ���
� 
 �������
� ���� ��


�� RPmp 

��������� � "� m 
�� p 
	� ��
� ����� 
��	�

�� 
 �������
� ���� ��
 �� ���� ������	

����

��	 ����� 
�� ���� ��
�����
 �	����� �
� ��

	�
� ����
���� 

�	�����
 	� �#� ���� ������� ��$ ���F�-����

"#�� ���# m ��� p ��� ���4



=
 ?������������ �����$�������� �. I�m, p!


9�� �� ������� ��(����0 a #�� �� ����� �� ��� 

����� �� b0 b #�� �� ����� �� ��� �� c0 ��-
0

��� �#� ���-���� ���� "��# � ��� ���"��� ���

-���������


9�� �5��$��0

σ / �a a b c b a c b c!.

�#� ������ �. ������ ��1���-�� "��# p -����3

����� ��� mp ������ �1���� d�m, p!, �#� ��(���

�. �#� -��$��5 ��������� ������ �9��������0


�-
�#��!


�� ����	���� �� � $��� �. ������� "#��� �#� �����

�. -��������� �� ���3��$#�����-��
 9�� �#� ��3

1���-� �����0 �#� ����� ������ �. ����������

��� σ / 7


�#��)

I�m, p! /
∑

��� ������ ��1

�−'!�� σ.



������� �I����� �#���0 *222!


I�m, p! / 2 �� m+ p �� ����� 
�� ��	 ���

m+p� I�m, p! / 
�� �����	 �� ����
�� �

��
	�

'���� 

���
�$ ��
� �m+ p− '!/* ����� �� 
��


�� 	��� �m−p+'!/* ����� �� 
�� ��

�� 	���


�� �� �����
 p(

1 * ; <

: 7 6

= >

�5$��-�� �5$������� .�� �#� ������ �. ��-# �������5

"�� (���� � �#���� �� '><* �J���� 9������K!




L���� ��� 
�-#��� �#�$��� ?��F�-����) "� 
��

)�	�� �� 
�� �	�����
� ��
�	���
�
 �� ����	
�

��������
�� 
	� 
�� 	�
�� 
�� ��������
�� �
�

�� �
�� 	�
� �� 
 ����������	

� ����
	 
	
���

��	�

��� 

�#� .����"��( �#����� $����� �#� -��F�-����

.�� �#� -��� �. �"� $�� �������


?����-���� "��# �������� .��-�����) $�� f /

f�/f�
 �#�� -����-�� $����� �. f �� C -���-���

"��# B���� �. W �f�, f�!


������� � "� 
�� �	�
��
� ����
� �� 
 	

���
�

����
��� ������ 
� 
 ��	��� *�� 
�� +���
��

����	�,� �
 �
�� 
��� ��	��� ��
� 
 ��	��� 



����. �. �#����� :


�1�������-� �. �������� .��-�����) f ∼ g �. f /
� ◦ g, ��( �/ '


������� �,
 �������(0 '>>2! ����� *m ����
�

�� 
�� +���
�� ����	�� 
��	� �$��
 d�m,*!

��
���� �� 	

���
� ����
���� ��
� 
���� �	�
��

�
� ����
�


������� � ����� *m ����
� �� 
 ��	���� 
��	�

�$��
 d�m,*! ��
���� �� 	

���
� ����
���� ��
�


���� �	�
��
� ����
�� �
����� 
��� ��	��� ��
�

�
���� 

�#����� : .����"�




����-# �. �#� $���. �. �#����� ;


R �� �#� -���� �. �������� .��-����� f ��-# �#��)

f�T! ⊂ T, ��( f / m+'0 ��� -����-�� $����� ���

���$�� ��� �����( �� T0 f�'! / ', f ′�'! / 2


-�
 γ / f−��T!0 ������ �����������3$��������(

#�������$#���� �. C0 C5��( '0 � ������- "��#

���$�-� �� T


��� ���� .�� d / ; �$���� ������ T!




�����
 ���	� 
	� d�m, *! ��
� 

� �
������ �. � ���) ���3��(����� .��-���� ��

�#� ��� �. ��(��0 � ������- "��# ���$�-� �� T0

��� �����. ��(∑
e∈∂G

p�e! / *π .�� ���� .�-� G.

9�� �5��$��) p�e! / ���(�# f�e!


�	�
��
� ��
) *m $����� �� T0 ��-�����( ' ∈ T


9�5 � ��� γ
 ,�� Lγ �� �#� �$�-� �. ��� �������(�

��� Mγ �#� �$�-� �. ��� -����-�� ����
 �#� ���

-����5 $�� ��$�� �. �#� ���� ���������
 �#�

���.����B����� �#����� (����



Nγ ) Lγ → Mγ.

�#�� ��$ �� -��������� .�� ��-# γ


A B

C

D

O

�

����. �. ���F�-����� �. N


�! �5������� �� Lγ → Mγ.

�! ?����������-� �. �#� ������� ��$ ���3

(�����- �. �������� .��-�����!

-! ��$���(�-�� �����) .�
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